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Enige methoden in de sequentieanalyse II,

1. Ben methode.

Beschouw het rooster X’van alle punten (¥ M) in het M —\é -vlak
met gehele coordinaten. Laten /1 en § zekere gehele getallen voor-
stellen met % +S # 0 ,

Een (dronken) wandelaarw beweegt zich op de volgende wijze
door X’ .

l. Hij begint in de oorsprong .

2. WanneerW in een zeker roosterpunt (m 3) arriveert, dan zijn

er de volgende drie mogelijkheden:

a) hij valt in een put (een z.8- catastrofe) met een waar-
schijnlijkheid~r(m %)

b) hij doet een stap, die hem in het punt (ﬂ+t,\é—$) brengt
met een wh P(M,Y); ‘
c¢) hij doet een stap naar het punt (n+1, LAH') met wh %(“"3)‘

Hierin is
(1) PIng) + g mmg) + (MY )=

We interesseren ons nu voor de kansu(ﬂ,\g); dat in het punt
(n g) een catastrofe optreedt. We zullen een algemene methode geven
onder de volgende veronderstellingen.
1) 2ij & een O niet bevattende deelverzameling Vany (de z.8.
rand) bestaande uit een eindig aantal N periodieke componenten
&y, . Hierin bestaat ) (h = 1,2,...N) uit de punten
i
waarin My W en  gehele getallen voorstellen met W2 G en 41)0 .

2) Voor een nict inl] gelegen punt (™ ,*é)ay: (0,0) geldt

«r('n,zé): 5'?’(”"”3)’1\' ) owm, 3@}}/ 3

waarin 1\ . ovenv niet 'nega‘tieve constanten zijn met 05 w1 en

= (ﬁn.g\"i'frwa ‘3%4'9/"‘) (L"“»‘rz)"")oo)

') v.g.1l. Enige methoden in de sequentieanalyse I, rapport Z:Wi
1949-009 (voordracht in de serie Actualiteiten op 29 001;.‘49)



(2) *T\NF%::-!»‘U"

Voor de oorsprong O veronderstellen we evenwel, dat

(3) w00 5 (0,0)= I s g (000
t

[ = - Ay

3) Voor een punt (T\,%) uit @\(@F 1,2,...,N) geldt

..‘\,}" ""'Lr:‘\ . "M = *-‘J"’\ ,
(4) My e my)eg — A 3 2l Arsor-a
waarin oLy £l. Wegens (2) is dan aan (1) voldaan.

Opm. Men mag eventueel toelsten, dat <Qbehalve periodieke componen=~
ten bovendien eindig vele punten bevat (waarin (), ¢(n ,é) M(n ,‘5)
zijn voorgeschreven) doch de berekening van~(n \3) wordt dan te om-
slachtig.

Het is duidelijk, dat voor het bijzondere geval met ¥ =0 en
A =1 (R= 1,2,...N) met dezc situatie een sequentietest overeen-
komt, mits mené&:verdemlt in +\vz3f,= disjuncte delen, waarop een se=
quentie wordt goedgzekeurd resp. afgekeurd. Zonder de algemeenheid
te schaden mogen we ons heperken 1ot het geval/u—- 0 (v.g.l. de
tramsformatie aangegeven op tlw. 8 van het rapport Z.W., 1949-009),
Ter vereenvoudiging zullen we aannemen, dat 0 Mg <.iw Gh=1,2...N).
Qm de formulering van de mothode te vergemekkelijken ' zullen we
verder aanncmen, dat Vv (= 1,2,...N). Zoals men achteraf
gemakkelijk inziet, is het uiteindelijke resultaat (in het bijzonder
formule (12))001{ geldig, wanneer aan de laatste veronderstelllng niet
is voldaan.

We stellén nu voor (’T‘,;)#(O,O)

(5) fu-('n,Aé jz AT ’L{m”‘(‘;)
Voor een punt ('ﬂ,’;.), op (ﬁ‘(resp. buiten@ ) geldt dus
e (n \é)-u' --‘J-’L,& (resp. & (m, \9)= 0). Wanneer W in (n 3) arriveert,
dan is er een kans‘xr('n ta) op een catastrofe. We onderscheiden nu ‘
gewone c;atastrofes en randcatastrofes, en spreken af, dat wanneer
Win (n ,3) arriveert, er een kans V" is op een gewone catastrofe en
een kans n(*n l}) op een randcatastrofe. Een rqndcatas’crofe kan dus
alleen voor een randpunt een van nul verschﬂlende waaxfschlgnllak-
heid hebben, In overeenstemming met (3) stellenwe voor O de kans
zowel op een gewone catastrofe als op een randcatastrofe gellgk nul.

s .
— - ——

's-')~Anders moeten we werken met een negatieve kans op z.g. randcata-
.+strofes, overeenkomend met een positieve kans, dat een: z.g. ge~
wone catastrofe ongedaan wordt gemaakt.
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Als de wandelaarW in een punt (“n,y) arriveert, dan zijn er dus
vier mogelijkheden:
a) Er treedt een gewone catastrofec op met kans 7. .
b) Er treedt een randcatastrofs op met kans ’b(’f\,‘é). .
W, 1=, Y4)
c) doet een stap naar het punt (n +1,3,—S) met kans P

a) W doet cen stap na2r het punt ("+1’9"") met kans§, -,- :;-

Voor de oorsprong handhaven we evenwel de afspraak (3). We zullen

deze situatie een gestoorde wandeling noemen. Als voor een gestoorde

wandeling & (n ,‘}) de kans voorstelt op een catastrofe in het punt
(ﬂ,‘)), dan is

2 (M,4) L)L ()
(6) ;?Y:‘—% ' Q((m'f))‘ 'U"+hvim.:a) 3

de kans op een randcatastrofe in het punt (ﬂ,z).

Wanneer in het geval van een randcatastrofe in het punt (n ,*é),
w direct wordt vrijgclaten cn vervolgens ofwel een stap doet naar
het punt (’n+l,\é—-5) (met wh *5:; ), ofwel een stap doet maar het punt
(n-i—l,?—r) (met wh T%G" ), dan zeggen we dat W een vrije wandeling uit-
voert. Men kan een vrije wandeling dus ook definieren als een in O
beginnende wandeling (het vertrek vamuit O wordt weer door (3) be-
paald), waarvoor bij aankomst in het punt ('ﬂ,‘-b) de volgende drie
mogelijkheden bestaan,

a) er treedt een gewonc catastrofe op met whV,
(7) b) ¥ doet een stap naar (W+1,;-—5) met whp .

¢) W doet een stap naar (’n+1,*€;+r) met wh 9,

Zij B’(ﬂ ,\) de kans voor cen vrije wandeling (beginnend in de
vorsprong), dat YW in het punut (ﬂ,?) arriveert. We stellen X{0,0)zlh
Deze grootheid is precies bekend, zoals we spoedig zullen zien. Zij
in het bijzonder a,i = (“’3&4-{4*),&) een randpunt. Dan is ﬂ)’(’?ﬁ»id,‘é&)
de kans, dat voor een vrije wandeling, beginnend in de oorsprong, in
het randpunt F,p‘!,; cen randcatastrofe optreedt (waarna overigens W
direct weer zou worden vrijgelaten). In dit geval is in zeker rand-
punt P&,t voor het eerst een randcatastrofc opgetreden (gerekend van-
af de oorsprong). De kans, dat voor een vrije wandeling in een punt
(n,4) voor het eerst een randcatastrofe optreedt, is juist gelijk
aan de kans, dat voor een gestoorde wandeling vanaf O een randcata-
strofe optreedt in het punt (M,4). Deze kans wordt gegeven door
(6). Stellen we voor het randpunt $)Q=(%§*Q“’tm)

Ngq = (ma+ 10, 44)

dan is dus Tk 7y de kans, dat voor een vrije wandeling in het
e Rﬁi“ r
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randpunt %,i voor het ecrst een mndcatastrofe optreedt. Zij nu
Pk‘( #. r‘};’; « Nadat in ?}1’;:'(%&4»1&0,)3*) veor een vrije wandcling een
randcatatstrofe is opgetreden, wordt de wandelaar W weer vrijgelaten
en is na een vrije wondeling (onder voorwaarde dat in &,Q voor de
eerste maal een randcat:{g@lrofe is opgetreden) de kans op een rand-
catastrofe in P{)( = ('W&%'Ua),*éﬁ\) juist

g Y Mgy + (- K)W, Y 4 -9 )
zoals direct volgh uit de definitie van 8’(’“ ,\3) (waarbij we rekening
moeten houden met het bijzondere karakter van de oorsprong, v.g.l.
(3)). Sommeren we nu over alle randpunten, dan volgt voor de kans
op een randcataﬁstrofe in Pg\'i na een vrije wandeling

N oo h"k . [MYSR
b o/ M “i)“\xtéh 2
~ L4, , > > w05
'Y) UJ B . 4" )1' U / -
)‘L%X( ke z‘ég,)*’ T+ g i ¥ e Leo * ks
i (%,Q);F(g,g)

of wegensé"(o ,0)=2 ‘

Lo g Ym0 )

f=itg .

. R______»f‘ \8 J(' f —— f&»\. e R
(8) X(’nﬁ+Lw)LG}j\) ,\ra.n‘gq ‘?‘\s‘s Foat Lro *

™ L
Aan elk randpurd 1R =V st ljg\) voegen we nu een karakteri-
serende - term toe

D<9‘>i M

en aan de randcompenent (Y% de entwikkeling

BRI 1A

S Mg b
w4
% T
de z.g. h-de component van de randoniwikkeling. We stellen verder
[+ .
— MW “
z / ’ . W AA AAT
(10) &mg. T ?f(,m'\' )
{*o ’

voor n¥ 0 heeft deze ontwikkeling zin, als we stellen

(11) X(fn,g)‘o A M <P

Gebruik mekend var formule (8) en de substitutie L'«*»/Q,:'m volgt nmu

1) We mogen veronderstellen; dat ’Z,g, +0 , daar voor h‘(;_,;o de rand=-
compaenent }‘u niet actief is. '
, v '
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Wegens Oﬁﬂ%(u) en O Mg volgt My~ Mg €O o Voor m &0 is
M, +M - = -
dus M - Mg+ w en 3’(’%\ ‘c&-mu g& 3&) 0. In de laatste uitdruk
king mogen we dus 2': vervangen door ‘> « We vinden nu

Mg, N " mx-o
J=- g A‘ + E Se ;
12 W »
( )&w} s R S D T

Uit drt stelsel vergelijkingen kan men in het algemeen
A,, 290 , n ODlOSsen, waarmee we voor een gestoorde wandeling we—
gens (9) voor elk randpunt P,g”; de kans NR op een catastrofe in
{‘ in principe kunnen bepalen. De kans op een catastrofe op de
randcomponent R& is juist A%(l 1). Onder de bijvoorwaarde, dat W

zijn weg beeindigt, doordat op ﬁ&een catastrofe optreedt, wordt het
gemiddelde aantal stappen gegeven door

‘%1 A& (“JM}

A% (#)wx) e we

(13)

Neem aan, datW een vrije wandeling uitvoert (vamf de oor-

sprong) in de zin van definitie (7). AlsWin (n, g) arriveert, naaé
stappen van het type

(1) (mly) = (a1, 40-s)

(elk met een wh Tv) en 4 stappen van het type
(15) (i y) = (n'e, A )

(elk met een whc’,) dan geldt

(16) 'b+-9?xfn em dn-gsey s

waarin 4dus 3 en -pr gehele ge‘ballen% 0 zijn. Uit (16) volgt
(17) e 212 em 5* m- X
. oy S
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. MY 44,
en het punt (M,4) is dus alleen bereikbaar vanuit Q, als n}‘g

een geheel getal is 3 0 en £m, ofwel
(18) =ng 4 g+5 |

Om de kans ‘5‘(11,3) te bepalen, datWW na een vrije wandeling in
het punt ('n,?) arriveert, merken we vooreerst op, dat X('?\,‘é)= 0
wanneer (N,4) niet vanuit O bereikbaar is. Is (n ,\(5) wel bereikbaar,
dan bestaan er niet-negatieve iehele getallen }5 en & , waarvoor (16)
vervuld is. Er zijn juist (3* gelijkwaardige mogelijkheden om
door 'b stappen van het type c€’14) en »gi,stappen van het type (15) van-
uit de ocorsprong het punt (m ,';) te bereiken. In verband met de bij-
zondere afspraak ’353) voor de oorsprong, heeft elk dezer mogelijkhe-
den een wh —1?:3—34— . Hieruit volgt voor elk van( verschillend,
bereikbaar punt (m ,\9) 5k '

o) T

(19) X(m"a) ¥ ( é b AT
waarin z en k volgens (17) worden bepaald. De ontwikkeling &W’?
mag dus als gegeven worden beschouwd, .

Wanneer * en S een grootste gemene deler hebben, dan volgt
uit ‘(16), dat voor een bereikbaar punt (M ,\9) steeds @ een deler is
van « Zonder de algemeenheid te schaden mogen we dus aannemen,
dat M en S onderling ondeelbaar zijn (stel anders A'= 3’ ’ 3 = j{
en Aé' = ). Wanneer (7, ,‘}) en (M, ,‘é) beide bereikbare punten zijn,
dan volgt nu uit (17), dat ", -mM, een veelvoud is van (a2 +$). Daarom
zullen we formule (12), waarin A.Qq en &,ﬂ) ~door (9) resp. (10) zijn
gedefinieerd, bij voorkeur toepassen voor het bijzondere geval
W="+5 . In dat geval is ofwel geen punt, ofwel elk punt van K,&_
bereikbaar (voor zover ‘aan (18) is voldaan). In het eerste geval
heeft ‘fg‘ geen enkele invloed op de beweging van de wandelaar W, en
{in het gevalW=Yr+5 ) mogen we dus veronderstellen, dat 3?% alle be-
reikbare punten van de lijn g=gbomva't.

Zij '\é een geheel getal. Laten 3’0 en ’i‘o de kleinste niet-negatie=—
ve gehele getallen voorstellen met %f—-(jns =Y . Dan wordt de abscis
van de bereikbare roosterpunten op de 1lijn met ordinaat \é geven door

’ngté\)*%o*‘;(n*‘s) | ) (‘;=0,l,2.«o)o‘

Wegens (19) en ~ ‘ : |
(Jorin)+(F+is)=mg i (Ko i) =(gorcd)s # %

volgt nu 'voo:c,_i_.::_ 0,1,2,... L doriA Aewis
(me,v) = (aﬁﬂeaw('%ﬂ} !
CYIMey)E A detin b AF
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(evenwel geldt B’(0,0)r-l). In verband met definitie (10) vinden we

m voor het geval W=V +§,
¢ aw%’o#—tinv‘)) goter hyris 5.4»&,*,.(“5)

ooy Ry oo Z (0 :

0)? s Lo

waarin m "3"']'9“‘ Voor n $°’1 (mod. ™" +S ) zijn alle punten (h+i (n+$), )
met L= 0,1,2,... onbercikbaar en geldt dus & 2 O, We stellen de
ontwikkeling in het rechterlid van (20) behorende bij de verzameling
van alle roosterpunten met ordinaat ‘é gelijk aan 'y Dan volgt uit

(20) & ,\vu-g' %2 ( D+ ‘kn*&(ﬂ.v&s)) ( )30*‘?*(%“)*&*‘:{
(21) 9: lwir Lo go N

Voor Y=akis J}, = 'Q?a=0 en mocten we de constante in de ontwikkeling
vervangen door X(O 0)=1 d.w.z. we moeten het rechterlid van (21)
verminderen met T‘&% . '

In de veronderstelling, dat ﬁkbustaat uit de verzameling van
alle bereikbare punten op de 'l’ﬁ"‘é “4j gaat formule (12) over in

- L5 £ Ay A S9N
(22) & = ,‘_,,*,1_& A.Q.\ +:§: AT+ g &Q&"ék & (

Zij "L(‘})= nin ,;) de door (5) gedefinieerde grootheid. Zij verder
p (m ,‘)) de kans, dat YWreen gestoorde wandeling in het punt ('ﬂ,'é)
arriveert. Dan geldt “

(23) (v« 11(9)) (b(’”ﬂg)x = (M,4)

Vorm nu

(24) %/ ' L (lmyg) x

MNzy

Analoog met (22) kan men bewuzen
(25) ch (‘*’Wé))&f 5 m"*’ &3 A %’a«h
Wegens (9), (24) en (23) hebben we voor ‘i-—' 1,2,.., N
. C(oan ‘ )
(U~ R(%%)) w,‘?& (o ,913 @/941_, /‘\

en (25), toegepast voor het speciale geval ér— ;4‘, geeft nu (22).
Voor 4\-12... N) is X = 0 en volgt uit (25)
oor 4 3x Yy ( ) N ; 9

Tde
o Bye &y -2 TH Ay
—%? | %
Als met (22) de grootheden A'k berekend zijn, dan volgt dilrect

uit (26).



2. Hulpstellingen,

Het is natuurlijk gewenst om voor &(u,w’), zoals deze door (21)
wordt gedefinieerd, eenvoudiger formules af te leiden, We gebruiken
hiervoor het volgende lemma.

Lemma 1. Laten 5‘ en k syMen § gehele getallen voorstellen met 320,

A»O en >0 ., De reeks ‘
o g+ K +iass) 7 *

(27) 5\»3‘,3} "Z ( 5+ Ln,

vzO

heeft de convergentiestraal
|

(28) ?x(H* i+~»~)”’

en voldoet voor ]2\{? en 2:}:0 aan

(29) J\ k= Z

. )
e e

ri

met | | [%i] M*é‘*; M)k».u ™S
(30) ngé,fh ()= ‘Z—; <J?f~m ) |

en met "];,. vy qu als de wortels met de kleinste absolute waarde van
de vergelijking ' ) -

nos
(31) (‘*72) 1A ED

Opm. 1. We stellen steeds (%) )?) ’)’)(n—t)...(n-}fi-)) Het polynoom
j’gakls mul voor zPe £ S-!. Br geldt de ontwikkeling

§ X: ol %s 5?3/29&;“ (§&) tg"

waarin 6 en&de eenduldlg bepaﬂlde gehele getallen voorstellen met

40\.-3‘3' g en ogag ¥-1 (we denken R en s onderling ondeelbaar). Ont-
w:kael:Lng van het 11nker11d geeft n.l.

s . +
TS w*m-u '
5 maz0o ' “9”"0 )
Stellen we voor de exponcn—l: M+ )S-l-‘?'zf‘— Jk!-—a,; , dan, volg't

4\+!;Mm~é A Agwms Mo g
' R

waarin " een geheel getal voorstelt, Dus de coefficient van
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wordt nu . Jo
- --l "m -\
_L Z___‘ (/m;;*i‘ )(ﬁ,‘,) g*m 3+—)'
5 dame
- LY
en mits geldt vy ¥, is die coefficiemt gelijk ean -3 3 a.”kg ).
Voor%-a‘s .-_-\éés-} en 3$ -1 geldt /ﬁe‘. S-/ en is dus '

Jy sy =0

Opm. 2. Voor }’2|<¢ (met " F© ) zijn der +5 wortels van (31) alle

verschillend en wel zodanig, dat S5 wortels liggen in de cirkel-

schijf 1"MI€ 53, en 4 wortels in de cirkelschijf li-i< 2= . Want
ERS

n+s
wegens

(> ai‘;?[(t~n>"n‘~m]:<»wy)”’“f'f" [s-t1vs)7])

kan een dubbele wortel van (30) alleen eptreden voor 7] =0, ’f( =1

of 7 =?f‘$5 d.w.z. L =0 of X =()° . Verder zou uit het gelijktijdig

gelden van de ongelijléheden

Ml 2= o~ Uz =

voor een wortel” van (31) volgen, dat ]’-‘(@Q .

{
Bewijs van lemma 1. De functie 7272 _ , Waarin en” complexe

veranderlijken zijn, is regulier voor |§]-+ I7}<| en is aldaar
ontwikkelbaar in de abscluut convergente dubbelreeks
?_w  Mem m v
m=s, Mzo
415 C; de cirkel 1§}+R, en & de cirkel|m)<R, vosrstelt (beide in
positieve zin doorlopen), dan volgt voor T\;ﬁ- 2< 1 5 dat
L \ d % ol
M A m L2 -—*—1',
= \2TL j - g-mz %'ww ,77»«
" cy £
R, - 2 & n ﬂ( S V2.
Zij Ry = e g Wegens P"\’{f’ = (’L-.f'S) )?“_5) is dan een getal
R‘ te vinden met N R%S
I )« K CK.
ox K, < |- Fq= =—= @M A
< < 2T aes |
Voor 197\ =R’ en }"N =K, is nu de reeks
>

2 (E%?yt - T

gelijkmatig convergent, waaruit volgt
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a. )1 '{ ) w‘ dg Bj’?_
Q'a ¢, ’“%*’7 - ;;,75 CAZ}M WC:?MA
o . ¢y ! -
s 2 r* :;m',> S g\_%m7 i;‘ww\ ;7*3%;44

Lzo Ca C,
i. &‘4-%4»(,()14—5)) JZ‘:' l
t ( . | = e

& =0 é tih é
Teven~ blijkt, dat de laatste recks voor P.‘(){f steeds convergent is,
en dus een convergehtiestrasl 2 heeft, oy

v S i = ; |2 } ANy

oor \g)a_R, en 1] =T, gelat ns g’R“R‘ .

Voor vastgehouden mM net }0?) =QR is dus i’ *  voor 13}2 R;
TR

een reguliere functie van 3; , terwijl (1-‘%‘.47)1 cen pool heeft in

het punt € =/ -7 met |/ - MIZI-11 =1 -Ry >R, ; wegens 47 o
is de integrand in het eerste 1id van (32) regulier in %:Ob . Uit

de residuenrckening volgt nu
i ' ! d ?
(33) c;—a‘)% 2 oml J 4= R | .(.;‘m]f.” s
Ca (t,v])"rr)ﬁ A?
) PR - R
| S (1“77) a an g’ 1
F 0 ; ‘
o7 (/*7)’\775, x

ol o7

C& .
waarin L3 de in positieve zin doorlopen cirkel 1”?}= TY‘Q = 7{;5
voorstelt. Uit de opmerking, direct na de formulering van lemma 1,
volgt dat voor O({dl{f de noemer () ——"])’L"TS -~ binnen de cirkel
)’77} = ;%3 precies .S verschillende nulpunten "’7,,...', 7s  heeft
(juist de nulpunten met kleinste absolute waarde). Wegens Ng < |
zijn deze nulpunten samen met ”] =€ de enige polen binnen ’W)f‘:Rg_
voor de integrand in de laatste integraal. Het residu in een punt

M (M= 1,2,..,,5) is gelijk aan . )y
I Fegl gkt (1- )"*‘)' -k

=m) ¢ m U7 i

R T San(rrsm L e

Mﬂ,a - r} S (A )7 A e

.l
g N - e
(1 7m )% 70§32 (2497 )

Om het residu van de irtegrand inﬂ7 =Q +te bepalen ontwikkelen we de
integrand volgen I —g=1 gsan~toet

mq)mﬂﬂs» -] ::. *i .):z_’;_ (e, ~
__(;;,7)*’/7 %"3 = A ‘




] -

en dit residu ig%ldus gelijk aan

( ),\kb_,x-dr\ﬁ
~ AN =y -] -
T M S
&? m=] /k - ms JZ%
Voor —9?;15 -} ds dit residu dus nul (en“? =0 een regulier punt voor

de integrand). Formule (29) volgt nu direct uit (33%) met residuenre«
kening.

We tonen tenslotte aan, dat de convergentiestraal van de reeks
(27) precies § ds. Zij % (47)=(l-7))~-075 - M en zij &7 reéel met
0L < . Wegens (31)' en 4(—,&—5) =f -2 >0 heeft in [0_,!3 de
functie % (’7 ) het volgende verloops

M\’;S X langs de reele as tot SJ nadert, dan naderen g, en fj/l tot
res o dat voor & = g’ een dubbel nulpunt is van i (”7 )e Bij deze

limietovergang nadert dus slechts &&n der wortels 7, van (31) (be-

horende tot de S kleinste wortels, alle gelegen binnen Mﬂ:i )

S . i 4 S
tot W =555 . Uit (29) volgt mu (zij €>0)

| JQW [ ' ] = O

~ >
&0 O[“)"k Zxr(P« &

wat impliceert, dat de reeks (27) precies de convergentiestraal S;

heeft. | |

Op m. Met behulp van de fofmule van Stirling vindt men voor ¢ -3 oo

| o EACSITIESR LR ‘
o (FT RO, (2 (8 (v oew)
' S in \/.-?77 2

v A+S
en ook hieruit volgt direct, dat SJ juist de convergentiestraal van

(27) dis.

Lemma 2. Iaten g‘,, ’ /9?0, n,¢ en gehele getallen zijn met R>Q
en $>@ onderling ondeglbaar en met jo ‘en ko als de kleinste niet-
negatieve gehele getallen waarvoor san I, ’-9‘.5 S =‘3 voldaan is.
Later verder 4~ en positieve getallen zijn met F+ 9},’;?{ g
evenwel met uitsluiting van het geval, dat tegelijkertijd voldaan is

aan « , <
- = — R =
/r./ A+ % %S

en zij M een complex getal met O iulg } . Dan gelden voor &3;
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zoals door (21) wordt gedefinieerd de beide vorlgende formules.

o2 ) ! (l) ’Z\é
(34) &? = T:: Cw },4‘ (=", )‘)ﬂyh’ §5~(r+5)f7 )T 9)" “i;
L\ ,k?o [itr | B | {2} 27;.
(35) 5€ 7\”) (DVJ M8y (,‘77“)507 g ’1""5)%“5\} b 3

Hierin zijn ,,...,’75 de S wortels met de kleinste absolute
waarde (zelfs gelegen binnen %] = -f;:—s ) en "Z;,_, se ey ”75,,,\_“, de

3 Wortels met de grootste absolute waarde (zelfs gelegen binnen
“-’71 =2y van de vergelijking

res N .
(36) (f--”’?) ’7 = Az ek Jx w Pf‘“) (‘}-“)
Verder is X .
| [3} (mv)-vv H)Jm "3
(37) /Q ()2)-‘1‘ % ,3)‘7..',4,\5 qm

7 ﬂ? . |
an LT{] (/m-z:——kJ >(-’)a”“m

(2}
e aard

SRR -

In verband met de nauwkeurige definitie van %, moet men voor

2= O de rechterleden van (34) en (35) verminderen met o

Bewijs. Wegens de aan - en A-opgcelegde voorwaarden, geldt voor
Fr "<

= (Tu\) (‘V") y dat

nieerd. Formule (34) volgt nu onmiddc,llijk uit lemma 1. Past men

wasarin (> volgens (28) is gedefi-

lemma 1 toe na verw1ssellng van /r en S respe. d en k¢ dan volgt

3 ' by
5?; € %(W) ((}M) }%/ (/--5”")4%5”?‘?{4*(&*5)5,«3. aa’)‘i /?)]

waarin X, ,... ,é/kde wortels zijn met de kleinste absolute waarde
van de vergelijking '
s
("“}) é = 2

De substitutie 2 = / -'7 geeft nu formule (35).

Opm. Wanneer g>0 , dan geldt S'teeds 0% a'oé n-f en 0g ko ’
“en in dat geval is de extra term /% )b in (35) nul. Bvenzo ver-
valt voor 4940 in (34) de term /!/g) ,@. B:Lj toepassing van de ont-

wikkelde methode in de sequen‘cleanalyse, zal in het algemeen gelden



ofwel n<<s , ofwel .S<<JL z21] s« . berekenlng van de 4 kleinste
wortels Miseevs "75 van de vergellgklmg\ is dan niet zeer bezwaarlijk,
doch wel de berekening van de zeer vele wortels "’75,4 geeasy ’7;,,.,,,_

met grootste absolute waarde. Door uitsluitend gebruik te maken van
formule (34) kan men evenwel deze laatste berekening vermijden.

In verband met lemma 2 ende opmerking gemaaskt na formule (12)
is het van bijzonder belang de wortels te bepalen van de vergelij-
king

s o3
(1= )77 = 79
Hierin geldt voorZ = 71)‘*?6, dat o& Z¥¥¢ en we moeten dus voor elke
reecle waarde X met o« :zgf de wortels bepalen van de vergelijking

(39)  (1-7) "2

Dit is vrij gemaekkelijk. Daar de niet reecle wortels van (36) in
geconjugeerde paren voorkomen, behoeven we alleen de wortels te
bepalen met niet-negatief recel decl. Stel nu '

Pu 72Tt e 1= =T &0
T T ( |
‘ . met
@ ‘ i |
oA ezo,pze, wrpETm (49

Voor een wortel "M ven (39) geldt dus

(41) TV 77T R

Daar /2 reeel is volgt s‘in (So¢ -A(& =0 ofwel voork gecheel
(42) 5&~Ap=4@ﬁ

Uit (40) volgt dat voor de gehele waarde %geld‘b

(43) -3n 2 kggs

Door toepassing van de sinusregel op de getekendec driehoek volgt

verder .
L ™ g»@%
(44) T = %(q*f)) Q/W\(ehp-f)

en wegens (41) hebben we dan
(i 2)° (zwnp)"“
(*2% (dﬂ%))/wé

Men kiest nu. eenwaarde X met 0<£o/ <T) en verder.een gehele waar-
de ,k;, die aan (43) voldoet. Met (42) berckent men nu @ , met (44)

(45)
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de waarden ¥ ent en tenslotte uit (43) de waarde van R , waarvoor
het gevonden getal‘? =G“Q€°z voldoet aan vergelijking (36). Alle
berekeningen kunnen logarithmisch geschieden. Eist men geen grote
nauwvkeurigheid, dan is het wellicht eenvoudiger de wortels van (39).
grafisch te bepalen, door in het complexe'? -vlak de eindig vele
krommen te tekenen met vergelijking (42) en verder een schaar van
krommen met vergelijking (39).

Opm. Door de subst_%tutie
/’7 e 2% wt

kan men ook de berekening van de wortels van vergelijking (39) her-—
leiden tot de berckening van de wortels van de trinomische vergelij-—
kin,

& n+s T

pa™
AL -A e R x0

Wanneer 2° reecel is, dan bepaalt men de reele wortels gemakkelijk
met behulp van de optellingslogarithmen ingevoerd door Gauss. Vgl.
H. Weber, Lehrbuch der Algebra I p. 391-399.

Beschouw de algebraische functie/7 () gedefinieerd door (36).
Het Riemannopperviak fjvan‘QCE) heeft twee vertakkingspunten ﬁten B
inZ=0 op hoogte ”7}=0 resp. 7=/ (resp. § -bladig en A4 -bladig).
V§§der heeft Jﬁ een twecbladig vertakkingspuntcz in~&?=¢ op hoogte
vy en een (T4 )-bladig vertakkingspunt™] gaat &6n door het punt
A en één door het.puntJB(V.g.l. het slot van het bewijs van leama
1)+ Beschouw nu op~r de functie ’?(%) in de omgeving van het S-
bladige vertakkingspun'tA en stel 5 =R73, Omloopt 5de oorsyprong
éénmaal in een kleine cirkel,dan omloopt L de oorsprong $ maal, en
heeft ”?(2) =01(§5) weer de zelfde waarde. Doorloopt éénmaal een
gesloten, O niet omvattende Jordankromme gelegen binnen féls-f s
dan omloopt 7 éémmaal cen analoge kromme binnen P1l=f en hernecmt
41(1):77(§§) zijn oospronkelij?e wanrde. Dus de funotie'7 (55) is
&énduidig regulier voor lé}< ls . Omloopt X eenmaal het punt zfga
dan doorloopt het bijbehorenéopunt op de doorcz gaande bladen vanjﬁ

een nizgﬂgesloten.weg. Als dus'; het overeenkomstige randpunt
| I
< S
ys < K omlcopt, dan herneemt*?(% )} niet zijn oorspronkelijke

waarden d.w.z. deze functie heeft een singulariteit in genoemd rand-—
punt. De reeks ven Puisffeux '

(46) mgs)w% o %
’% ;g LN QRN Y ,\Awn‘éﬂ Koser Mloden deen ik WULAL C
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wb

heeft dus een convergentiestraal f . Substitueert men voor [2}< <f

in (46) i \
5 )z“ &%}k" ( 9?:0, 1,.9‘3")

dan vindt men juist de § wortels A’?, ,...,’75 van vergelijking (39)
met de kleinste absolute wanrde. Voor de herekening van deze wortels
is het dus van groot belang de coefficienten b te kennen,

We deflnleren de functie (1-7)) zodanig, dat voor o< 7« !

geldt o £ (\-7) {} . Uit (39) volgt dan

107y

waarin } één der wortels voorstelt van de binomiaalvergelijking

=R. Nu geldt (v.g.l. A, Tarwitz und R. Courant, Vorlesungen
Uber allgemcine Funktionentheorie p. 136-138):

Lemma 3. (Stelling van Lagrqnge Burmann). Zij voor Q@ ¥ O

(47) 5 &9(”7) Q””’)+G’ M +a*f7 +

een voor 'V]IIR convergente machtreeks, met (?(7)—\}"0 voor 0O« ’7}<(R
Zij verder :

i
CONRNE ‘”}W
Dan behoort bij elke waarde ?met 15)«:?1 8én en slechts één waarde

77 met l”?!('ﬁ , waarvoor (47) geldt. Deze- waarde’7 is een reguliere
functie van;, en wel geldt (voor |x%)¢ Il )

(49) 7= ff gi’" 13;; (%7))]%9

mizy M -‘

Voor fj(”z) 7 ( —»7)" en B = 115*3 is aan de voorwanrden van
lemma 3 voldaan. De door (48) gedpflnlecrde minimale W‘mrdem wordt
aangenomen voor ’7 ’H-S en is gellgk aan g" . Uit de bewering van
lemma 3 volgb nu voor Jé < fé

(50) = Zb%

- - A
- i ey T ] s ol ( 513
bz oy K’&?" P ne "

mt?

ofWel
o (e £ YA 28) 1 (W (029)3)

(51) B, = <™l
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Men kan bewijzen, dat een van ™ onafhankelijke positieve con-
stante £ bestaat met

X n e
e e (=)
‘bm (C m)ff;\— K Mt:ﬁ (fa
T

Hieruit volgt, dat de recks (50) zelfs convergeert voor 5§}§ f .
De gevonden resultaten vatten we nu samen in

Lemma 4. Zij }M}ﬁf . De § wortels 7,,... » 7)s van de vergelijking

(s2) (=7« 22

)
met de kleinste absolute w aarde worden gegeven door de voor: lé éf’s

convergente machtre eks
o

(53 M= b3

- waarlnb door (47) is gedefinieerd, en waarln 5 &én van de S
wortels voorstelt van de vergelijking é =1 .

9_p__ng Een analoge ontwikkeling bestaat natuurlijk voor de /Lt wortels
Msepe s Psen van (52) met de grootste absolute waarde. Lemma 2 en
4 hebben tot doel de numerieke oplossmng van het stelsel vergell;]-
kingen (22) te vergemakkelijken. Voor é =k = (f“‘) (?P‘) is de
convergentiesnelheid in (21) en (53) ongeveer gelijk (de convergen-
tiestralen zijn n.l. ? resp. ) en de berekening van een wortel
van (52) resp. de berekening van 3%’ M) vergt dus ongeveer evenveel
tijd. Gebruik makend van lemma 2 e% 4 behoeft men voor de berekening
van de in (22) voorkomende grootheden % (M,¥) ten hoogste A, maal
‘een reeks te sommeren (v.g.l. dc opmerking na lemma 2)., Direct com-
binatie van (21) en (22) vereist in het algemene geval, dat men on-—
geveer N maal cen reeks sommeert, en deze methode is dus alleen
voor kleine waarden van N aan te bevelen,
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3. Toepassingen.

Bij ‘toepassing van de asangegeven methode in de sequentieanalyse
kan men 4~ interpreteren als de kans, die er bij elke stap bestaat,
dat de test door onvoorziene omstandigheden moet worden afgebroken,
We zullen voortaan voor het gemak aannemen, dat

AT =0 ’ en dus ’("*ﬂ/”‘

I. We beschouwen vooreerst het klassieke probleem, waarin A =X =1,
en waarln& twee componenten R‘ en )Rg, heeft, bestaande uit de ver-
zameling van alle roosterpunten op de 1lijn g =Q resp. 4é.= -b . Hier
in stellen O en b gehele pos:L't:Leve getallen voor.

Voor de gehele getallen 80 en »9?0 genoemd in de formulerlng van
lemma 2 geldt nu

"“’o"‘% en éo’O als ’330
ko* 0 " 603 "‘\é n "3 0

In het eerste geval gebruiken we formule (35) van lemma 2 en vinden
dan voor *3 gO‘

‘ ® ,
&’é ¥ w\é (%/“) ,‘?93 (2,73#0

en analoog met formule (34) voor 4 &©
N % ’
&pé (}rM (1 ,‘) é (1~ Q’Y];)

" Hierin stelt '7# s Tesp. ’72 de sbsoluut grootste resp. absoluut kleinste
wortel voor de vergelijking ’ :

(1=m) M = M“n
Zij M reeel mefb' O Wg! . Dan geldt voor
U= Jicugp
dat ' | ¢
3*ﬂ\¥ﬂm”é(wu)
en verder
| :ea]; - » \*27, « U

“en dus volgt wvoor Aago

(54) &9 =, "LLI [%Jﬁ
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en voor £0

(55) 529 . J&- {iﬁa—l‘%

Het stelsel vergelijkingen (22) wordt in ons geval

5%“:'<kf?+ &°>A/+ &MbAa
&b: &Dm;b A#*(%*’ "y@a)A‘

Stellen we ws! , dan gaat wegens (54) en (55) dit stelsel na ver-
menigvuldiging met YA over in

Fej&]o’: (L%JL{+:)A,(44»,:)+ “;iga—j ﬂ*bAz(Mu)

5
b , asb

3 - 2 i W (44,

it [ hesef e

Rekening houdende met
2
qmuqy b= (1=, %) = 1

vinden we als cplossing van dit tweetal vergelijkingen

(2 0 (1 UTP2 it
(22 U (2 Uy (T (- Uy
o o ,(L:ff.‘u +-’4)(f+(,4)&:~ ‘(MU«SN |
R (-7- ) N ‘ T
(57) A.‘z( ) T\M (%,L’\*‘)(%L u‘*‘i)(;*u\i&b” {’*u)&

u?

(s6) A, (M,1)= (290

Voor algemene M, en X, zijn dit irratiomale functies van A4 .
Wegens (9) geldt hierin voor 3-—3* 1,2

4
(58) Aj W)= ;. ¥4 M

waarin & ,§ Tesp. %) de kans voorstelt, dat na een door R gestoor-
de wandeling vanaf de oorsprong een oatafstrafe optrecdt en het rand-
punt (a,}) van&??refsp. het randpunt (=k,d) ven ;. Dus | (1, 1) is

de kans, dat op de component &- een catastrofe optreedi. Wannecr W
in eer; randpunt op de lijn *é=€k« resp. 4= -b arriveert, den is de Y
kans op een catastrofe in dat randpunt A resp. Ag . it

Ia. Voor Ry =0 is wegens {56) en (57) A;z(“)’ )= 0 en

“ Mo\ |
(59) A:(”»*)”(’g%“) !‘:}‘%’ st

I+



AWegens{"-i-z: 1 géld't voor Adal
(60) U =Vidpy o iap als. {v£4
= i-29 no P

en de kans op een cata@strofe wordt dus

R
A (07 L+ (1-2p) 5 ol £ 4

of

A(x )= (C‘*) M,%)w oo o %P

Teneinde de door (59) gegeven functie volgens (58) te ontwikke-
len, stellen we

- U= !—»J!M:MM" =27
en dus is voldaan aan

Jz oy mieq (-
Uit de algemene stelling van Lagrange-Blrmann (een gencralisatie van
lemma 3) volgt, dat we een in ™0 reguliere functie 1 ('7) kunnen
ontwikkelen naar opkiimmende machten van 5
(’7(”’)) }’?;—l

»e
Passen we deze formule toe op de functie (59), dan vinden we

%(7):%(9)*" 3 ‘é;r j”}mi (‘7)
A,(M,;}u (%ﬂj,_}a» 1y

nz
i=3 ffw,)*? -t
m o\ d
*(GV") )t"‘ [ %f% d,‘?m! {
n Z C(‘ Y a+~2n

wearin O, , = (C;N)“")g,, en waarin voor M 2}

o g

. \r.
f

(’J'} ((“ )%**N"‘*»)”]Y' "7

~ R

P g+

n, w-;)«*——-» [daz‘ (= QW;‘I»Q(!-%:M})(‘ "7) ]oz

OI”;Q-bin * mt

In ﬁet bijzondere geval w’f: 1 vinden we

M Q+n N~ i Q+N+d
w‘;“%‘ih = T" % : d - {Q" (M'?) ‘} :
M’i . &3“4 . J”?g‘u

s Ct(ﬁmw}(%mz) iﬁwm}ﬁ% 0 4+m
,%r—w .
o 1

‘als de kans, dat in het punt (m,aj)-.-.» (+20,0) een catelffrofe optrecdt. .

‘ 1&4“‘; .
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De punten (3420 + 1,8)zijn vanaf de oorsprong onbereikbaar.

Ib. Nemen we nu aan, dat )", = "; 1, dan volgt uit (56) en (57)

)_# 2 ) (Hr“) “<2-U _
(61) A (u’ ( q/u (' u)a+b (£~U)a+b

| a (14»L4) (1-u )
(62) Az(”ﬁ’*)t (W)( 0 (-

en

‘ _ 2
Dat zijn beide rationale functies in u en dus in M, Wegens (60)

worden de kansen op een ca‘b strofe op 0?/ en Rg_ a

63 Ay (11)= 9, %;f‘h neop. Ay (10 < o Jr'j%ji%“b

een resultaat, dat overigens veel ecnvoudiger kan worden bewezen
(v.g.1. J.V. Uspensky, Introduction to mathema‘tical probablllty, blz.
141). : ~

Met partiaaibreuk—spli’rsirg ken men de functies (61) en (62) volgens
(58) ontwikkelen, doch dit laten we nu a{eh'berwege. Onder de voorwaar-—
de, dat een catastrofe optreecdt op de randllgn‘; =0 wordt de gemid-
delde weglengte gegeven door

2 A, (w)]

gy

N = A (I>1) {
Wegens --—-— =wf’_i'33c, geldt dus

dae - uye
(24)* wmi(’*w koS B
A { U 4l (s)°E (*~U>“ Us -2

waarmee m, expllclet bekend is.

=i

M= G+

II. Zij nu S= 1 en X een willekeurig natuurlijk getal. Leat de rand

O vestaan uit de roosterpunten gelegen op de 1lijn 3= -b , waarin
b een posrtlef geheel getal voorstelti Het stelsel vergellgkmgen
(22) reduceer‘b zich (’voor = 0) tot de vergelijking

,b ‘_ b
(64) A;x [

e




Voor *3, < [ geldt v:oo.f het paar kiéinste niet-negatieve gehele getal-
len a‘, en Q?o met ‘

*é = Jk,{'l,-*-c}..sfﬁ )&,f{.vé o
dat 9?0= 0 en é,rv -v , Uit formule (34) van lemma 2 volgt dan voor ?ﬁ{)
- (1~7)?
lw (R4}

(65) 5%9 = wg(fw)
waarin?]y de wortel met de kleihste absolute waarde voorstelt x}an de
vergelijking
n _ n
(66) (1=7) 77 = () gm
Uit (64) en (65) volgt dan voor w'= 1
\~ b
Sl
N NGPE
g o

| 3
(67) ‘Ag(*"ﬁj""" (%u)

en de kans op een catastrofe wordt dus gegeven door

(68) A‘ {1;1) = (.i":_)b _ !

K,
(- <o T (M )
I 5
,7 )L/ n, /7
met 7)y= "/(#4=1) als de absoluut kleinste wortel van

(1-m) ' = (**ﬁ/))"i,

Uit de redenering uit het slot van het bewijs van lemma 1 volgt dat
t
7, reeel positief is met 42;;‘;%;,' . Voor Q}é""’"‘ is ’7,= j‘, en de kans

A+l
(67) op een oa‘ba%strofe wordt dan
\ {

| o

X; - %‘ (A+i)8, | |

Voor Ay = 1 is deze kans 1. Dit is voor < 7T ook om andere rede-
nen duidelijk, Immers de verwachtingswaarde van de bij elke stap naar
boven afgelegde afstand is

‘%“%pt,%fm*i)“} o

en deze is voor %‘X’l} negatief. De waarschijnlijkheid, dat ‘l\} nooit
de lijn ; = =-hb ontmoet, is dan nul, en dus (voor Ltz 1) ook de kans
dat nooit een catastrofe zal optredens

Voor M, = 1 volgt uit (67)



met 77; als absoluut kleinste wortel van (66). Als vroeger volgt nu
uit de stelling van Lagrange-Blrmann N n:
b, oot (1 “Ni)md it’ b 7 )}
AJ(“’O:{M) 1;* ;rt ““)E r?\/',‘ ;}?"’“ d"? ”H?) (“"7)&”7 "
izo
2 b(btiran)(b43+ ) - (B mt am) "

benr
= () " 2 = — ; (pu) " (gm)

m .

en dus volgt voor de kans E{',n op een catastrofe in het randpunt
(n,4)= (b+2@+1) ), %= 1 en voor m2!

(442 - ceo [ Lig MatsAn by 1P
B S L e T P Dty

m!

Het is belangwekkend, dat formule (69) zeer eenvoudig en aan-
schouwelijk als volgt kan worden bewezen.

{‘ Onder een weg verstaan we een ein- -

..

dige of oneindige rij punten

(7,40 (4= 0,1,2,.00) met (M, 4)=
| (0,0) zmodat voor elke waarde

& : 3 = 0,1,..: één der volgende re-
laties geldt

1 A (Mg 2 Ygd= (Mg 1y Ay 47D

8 .- resp. ( q’\é“ » 45 Y= ('n}- + 1,»&5 -1)

J

Zij C een beréikba%'randpunt op Y = - b , dus met coordinaten

M= +b+ »z(l +1) en Y = -b (met k als een nietg—;nega’cief ge‘baig. Het

aantal wegen met C als eindpunt is Gg= b Rz . Om het aantal
Gk wegen te bepalen met C als eindpunt en enig randpunt, moeten we
d}z verminderen met het aantal ekin ¢ eindigende wegen, die tevoren

recds een randpunt F zijn gepasseerd, d.w.Z. Q&r— CM‘-— «Qh.

Elke in C eindigende weg hecft D of f:: als voorlaatste punt

met '

D= ( b+ Q?(nw) ~, ~—\c>+"’t..)

E « (b+ kpir) ~t,-b +1) :
Dus is &= N, + Ng als N.;, resp. NE het aantal in P :mép; = aim
digende wegen voorstelt, die de rand minstens éénmaal gepasseerd zijn.
Daar elke in 1D eindigende weg derand 4= - b noodzakelijk sens |
moet hebben gepasseerd, hebben we' f ‘

e ( b+ klt41) =

Ne =i a7/
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We laten nu zien, dat Ng = ﬂwg » Ben weg, die £ passert, en
$evoren de r@é}d is gepasseerd, heeft in zeker randpunt F met

Fae(b+yom) ;= 2)

waarincg 3 Qg-—l s deze rand voor het ecrst getroffen. Het aantal
gcheel vr:L,}e mogellgkhe?den om van'f'“ naar B +te komen is

5) /(03 ) {rwl) =t
Ve = | g )

en analoog () (4%5)(Q*1)”¢ -
N{) = ¥ ‘
N e

en het blijkt nu, dat geldt

o) : (5) . ‘
NE ;,');.» ND (J=@,1,.. 0, Je -1)

Dus volgt

Se e N N,
:)»‘H :yw
Wé hebben nu

8 = dy-gy= oy - Vo -Ne = oy - cx o1 ) Mo

_ (b+ J}g(nw)> - ()LM)(«Q;'# «)ﬂ’t-ﬂ)*-!)

]

£ la)

en de kans 0('9‘ op een catastrofe in het puntc)'* (M%(@ +),=b) is dus

N bado b o (be)ank)(br2a o) - (be kairak) Prie k
M«k:;@kf&* 9 = o .f» N

wat juist formule (69) is.
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ITI. We geven nu een tweéde toepassing voor het geval, dat §=7 en dat
 een willekeurig matuurlijk getal is. Laat de rand ® bestaan uit N
componenten pr , waarbij &y (h = 0,1,2,...,N= ) bestaat uit de ver-
zameling van alle (bereikbare% roosterpunten op de 1lijn’ g = & +«9v ’
waarin & een positief geheel getal is. Zij verder Ly =t voor

Q., = 0,1,2,¢04, N-t . Indien N}ik, dan kunnen de componenten

&," -(RL” ya ey (R'N«I alleen bereikt worden vanaf de oorsprong door
tenminste één der componew&rﬂ« @o, 624 yuo e GEM, te passeren, doch dan
treedt onherroepelijk een catastrofe op wegens ’?,4;—* 1. De compo=
nenten (RK met %34 kunnen dus buiten beschouwing worden gela'tien, en
we mogen aannemen, dat N,{; o, '

Het stelselNirergelijkingen (22) krijgt in ons geval de gedaante
| :

(70) &m% = Z CY?%_'% A/% (’%xb,l: -‘,N”)
'Q?:Q ’ :
Voor ‘Béo wordt & gegeven door de formule (65). Voor 4>¢ geldt
voor de in lemma 2 genc?emde getallen 4o en ¥y , dat ¥, = {% en
é" =N Ko -4 als {a% het ,kleinste. gehele ge‘tal}raﬁ« voorstelt, Uit
formule (34) van lemma 2 volgt nu voor Aaga |

' JLRe U . ’k?o e - —
) 5%5 . w% (s ; (Opﬂ) (l*m)uro %'_’7*%{’*(&“)“7‘}
| F2 L empn iy e

+ 2 (9 ‘ )

. Ko~ (T}n"]/ Mﬂ#])m >

waarin Xk, = S) %} en waarin M, de absoluut kleinste wortel van (66)
voorstelt. Wegens (65) geldt formule (71) ook voor M£Oo , mits we in
dit geval *‘?o = ¢ stellen (de som in het rechterlid van (71) is nu
leeg). : : ,

Wegens Ném geldt voor de coefficienten &%’Q?in het stelsel ver-
gelijkingen (70), dat H‘ ~-XRién -1 . Nu wordt 5?,3 voor ’ééb gegeven
door {65) en voor o<y ¢<n, door (71) met %, = 1, Dus ‘ o

(-70?
| i » {M’*)'ﬂf

(72) 52/9 = w? WM)M;

als Uc};'/:c) en

' ~ | | ‘




als 0«:‘95:«, s Waarbij we gebruik maakten van (66). We stellen nu

Pt AL '
(74) == (#7) = X 5 =gy 1=(e)M5 &
De matrix Aﬂ van het stelsel vergelijkingen (70) wordt gegeven door

3\’; é%*} &)41 T - s &vN-H
52 5/? 5’?4”‘ R JE*N*’L
!

™~ ~
\‘. ~ S5 |
JARE: | b ™ ~
N > ~ ~ }
{ | ~ ~ - |
A . N

en is wegens (72) en (73) gelijk aan

: -1 AL - N+
/ x "a\ X 3 i — - e - % a ‘ +
2{,&\5 ! aal au'? ) Q( «“N+1t
auy oy x! N
1 ‘ ~ - ~ * =~ - ‘
_ I - b ~ h >~ I
q i = ~ ~ “ - “ 1
' - ~ . = - t
! T ~ - I
{ ~ . * - :\.xwi
ay“id;" e ‘:x..oué ~/

We transformeren f\, in een nieuwe matrix A, door de laatste kolom

vermenigvuldigd met I " af te trekken van de k-de kolom (4‘1:1,2,..; ’
N"', ). Door deze operatie, wordt noch de determinant van de matrix,
‘noch de minor van een niet tot de laatste kolom behorend element, ge-

wijzigd. We vinden
- Ney
O e © - =--~---9Q ¢
-y Q o o aA
- - - f 1
o i Vo e s . b
oy A “" A B ¢
v 4 ~ K.W-. ' O ‘ 3"”
1 N‘ > 5 N&Q '& e :




[ o 0 0 - - - -
*‘j 0 o
2
1 N BN
| | ~ -
! ! \\ \\
= : y -
i ' >
.o ¥
N-I N
-nlé »...la —— - e e s e

Dus geldt vooreerst voor de determinant van

} Na o N N-4 \
(15) 1ouls) byle 0 & x ey e & (2

Z2ij k:);:N . Deor op A,t, a

D

)gtde kolom onveranderd.

—_ . -0 0[":1"““
o &qumﬂ |
o «tuh
| |
| 1
~ | |
~ ‘ 4
~ S L ]
~ O o X
~ 1'1’
- ‘«3 o!

8 )Nﬂ

Du

volgende (van W afharkelijke) operatie
toe te passen, gaat [\’i, over in

tk
AN} en blijven te minoren van de

(1) Vermenigvuldiy ia 2 kolcor met é en-trek af van de 1% kolom
(2) m A gde v Won o4 woou TR Qd‘e n
{1{“2) " " (k__l)e n ] na " " o LU (k—Z)de kolom
(k~-1) 1 " (},__',.1)3 n W (,A " woon noon (k-l)e kolom
(k) n ™ (k+2)d9 " " )(é n woon n oo (k+l)a "
(N=-2) n n (N-—l)e 1 oMo noon woon (N—‘-»Q)e .
We vinden
Q a O~ - - 0 O O i - Q.‘ -+
.-\é lo} LG Q{qa«-wﬁ
°© ~ “"‘é ~ Q‘ i
| ~ ~ ;‘.\
1 Too e :
t < \h é ©
k) \ 0 -y ke ik
Nv 1 o 0 "? Q ]
* . i
| «-%1 - ‘?‘ > i
‘ . * 01 -~ . ‘& ‘ g
] > ~ RN e . - e ‘
-~ S et _i
t v w ‘ = [N *"g {} o ?
t » 1 . N >
00— —— - p 0 ~\g.%’ R




-2 T -

713 M& de minor (d.w.z. onderdeterminamt met teken) van het element

wit de 1% rij en ¥%® kolom van Arfzw . Deze is gelijk aan de over-

eenkomstige minor van 4y (we veronderstellen nog steeds *#N ), Voor
2 £{ <k~ pevat de metrix van Mk een kolom nullen en is dus

Mg,;,z 0 . Hetzelfde geldt voor ¥z Lg N . Verder ziet men ger
makkelijk in, dat de volgende formules gelden.

. N"l
. k-t
(76) thfc’( <%> x ) (x-4) voor k= 1,2,...,N-1
M=)
- (2 -1
z & (x> XY voor k = 1
Ay N-i
-»‘ ————
(77) M&)* = o ( X) ' voor k= 1,2,”. gR"l
N=i '
- ol (%) X‘éﬂ' ‘voor k=lenk =N
a8\ |
(78) M*H,k" ~ o }<§) A4 ' | voor k = 1,2,...,N-1
de ‘ . . ‘ e o
Het k“° element in de cerste rij van {\,is gelijk aan o ¥ .

Dus hebber;‘] we ,
: N-i
d*‘z x"k*ﬂ M‘)'% » \Au\‘ Q;-l (%)
Rex )

en wegens (76) volgt mu
N-t Nt _ . NogY(xn
(79) M,)N 3« (%) X «3* {X*m’g + (N-2)iX 3)};

Daar de matrix A, symmetrisch is t.o0.v. de nevendisgonaal, geldt

Mi}"‘(n‘ MN*Q’?*}) N-C+t

en zijn alle minoren van QN nu bekend, In verband met de oplossing
van het stelsel (70) interesseert ons vooral de inverse matrix (4y)
van L\N, welke de gespiegelde is van de matrix ( Mi,k . Wegens de*

| | &)
formules (75) tot (79) heeft deze de gedaamte
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. <l
:x?) . . . - ""é @\—-— - - v e e O
~ Y
Dflg\(’x-.(;} | “‘2 \ !
3 \ PN !
=y o) ° NN r
| _; . \ ,
N I
! A NN §
N
.' N
N_Q ‘*& ’ \ A N 14
. | Vo
XM (x-y) AR
- e}, X ) 1oy
'y . ) : ) } - - - - - . - T “_)39*1

‘De oplossing van het stelsel (70) wordt dus

. e ;)C%“ &)a ” gw( §06§

Aw = o™ o e )&a.’-g? -y éém ko (k= 1,2,...,02)
(g0) KT 9 o k0

N~y § | - o & . 5? -
AN-" X » .}:x-ﬁ(»? + (N~2)X 9)}-&’@“}‘ ‘a 4N
N3
M“ > '

+,§:, X 249 ' x-y) C;V‘NJA
Hiermee is het gestelde probleem in principe opgelost; A%(l,l) :Ls de
kans, dat op de component X\){ een catastrofe optreedt. Gebruik makend
van (71) en (74) vinden we deze kans als een eemvoudige uitdrukking

in de absoluut kleinste wortel '7; van

, N4

G- e 47
(voor :»,Vg_ x‘:; geldt weer ’:’1, =‘;,).
Opm, Uit (80) volgt, dat voor RN+ de randontwikkelingAg'( bij de
randcomponent Gz&bestaande uit alle bereikbare roosterpunten op de
lijn A9=ﬁ+9~) en dus ook de kans, dat op K&/een ca‘bas‘crofe optreedt,
onafhankelijk is van M . Dit is achteraf ook duidelijk, Immers, als
A« N , dan behdort de lijnM = @& +?‘« + t tot de rand, en wanneer
W in een punt van deze lijn ari-iveert, dan treedt onherroepelijk ecm
catastrofe op. Dit betekent, da‘b,annaf een punt (n ,%) met;){ﬂ +Q\;+'3.‘
onmogelijk de 1lijn M =0 + @ kan bereiken, dear W in benedenwsartse
richting alleen stappen ter lengte 1 kan meken, Het al of niet aanweg 3
zig zijn vanpandlijnen A;zcu-‘k met kp R +3 is dus onverschillig
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wat betreft de kans op een catastrofe in een punt van de lijng =4 +«9~ .

Als " de absoluut kleinste wortel is van

(1=7)" = () "o

dan geldt voor een in M = 0 reguliere functie f (7 ) de formule
o » vy n-l e 1w
(81) ‘?("?I)" %(Q)*MZ’” ;ﬂ\. | dﬂ)n‘t EE) ¥ 7 __.,730

welke analoog met “(61}‘ direct volgt uit destelling van lagrange-Blr-
mann, ‘

Hieruit volgt voor 4 Z)

o0 D e
Q, o (a1 ~ A A+
(e 7 =2 = (T )(’”"’“ )

Verder hebben we wegens (10) en (19)

i (60'* '9?0+.L({+4)) oot e s e
Aoy ‘

waarin voor »zb gelat ¥, = 3 %S. en-ic)‘g -——-Ns)f’b - % . Dus Wegens (74},
(82) en (83) geeft (80) de functie A*(«M,? ) als een som van bekende
ontwikkelingen en producten van twee bekende ontwikkelingen. Gebruik
makend van (71), (80) en (81) kan men zelfs A%(M,i ) verkrijgen als
de som van een aantal bekende ontwikkelingen.

.(83) 5?9(0,1):»

{0



